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Аннотация 
В работе визуализируются течения, соответсвующие ранее опубликованным авто-

рами точным решениям системы уравнений гидродинамики, состоящей из векторного 
уравнения Навье-Стокса и закона сохранения массы для несжимамеой жидкости. В 
данной работе используются библиотека MathGL для языка C/C++ и ParaView для 
научной визуализации результатов числено-аналитических расчетов. Без использова-
ния подобных средств было бы невозможно увидеть, что течение жидкости раслаивает-
ся на инвариантные подобласти, а траектории движения частиц жидкости наматыва-
ются на торообразные поверхности.  
Большая часть научных трудов по исследованию уравнений гидродинамики осве-

щает результаты расчетов и не касается вопросов существования точных аналитиче-
ских решений. При этом, эти расчёты выполняются при специально подобранном 
наборе подгоночных параметров, уникальных для используемого оборудования и при-
меняемого вычислительного комплекса программ. Становится актуальными вопросы о 
доверии к результатам таких расчетов, их верификации точными решениями и созда-
нии банка тестовых примеров прикладных задач с целью удостоверения применимости 
результатов расчетов на практике.  
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1. Введение 
Динамика вязкой несжимаемой жидкости в области , t>0 определяется векторным 

полем скорости u и полем давления p [1]: 
, (1) 

. (2) 
Здесь t − время,  − плотность жидкости,  − кинематическая вязкость, . 

Поле давления p можно найти из (1), (2) с точностью до аддитивного слагаемого, явля-
ющегося произвольной функцией времени. 
В качестве граничных условий в параграфах 2 и 3 рассматриваются условия прили-

пания 
 

. (3) 
В параграфах 4 и 5 справедливо другое граничное условие ‒ непротекания 



 

 

, (4) 
где вектор  ‒ нормаль к границе области течения . Граничные условия в касатель-
ном пространстве к многообразию  задаются сужением точных решений. 
В данной работе описываются различные классы точных решений уравнений гидро-

динамики, удовлетворяющих (1) ‒ (3) или (1), (2), (4), опубликованные ранее в работах 
авторов [2–6]. Визуализация этих классов решений позволяет, абстрагируясь от име-
ющихся ошибок методов вычислительной гидродинамики, проанализировать структу-
ру сильно запутанных вихревых течений. При подготовки этой публикации использо-
вались библиотека MathGL (https://mathgl.sourceforge.net) и ParaView 
(https://www.paraview.org). 
Для нефтегазовой отрасли актуальна задача математического моделирования тече-

ния жидкости в пористой структуре. Решение этой задачи открывает путь к созданию 
отечественной технологии «цифровое месторождение» [7], нацеленной на повышение 
рентабельности процесса добычи углеводородов за счет управления динамикой угле-
водородсодержащих флюидов в пористой среде, в том числе за счет тепловых эффек-
тов [8–11] и деформации пластов [12]. 
Численное решение подобного класса задач предполагает применение суперкомпь-

ютеров и специального разработанного программного обеспечения. При этом, расчёты 
выполняются при специально подобранном наборе подгоночных параметров [4], уни-
кальных для используемого оборудования и применяемого вычислительного комплек-
са программ. В связи с этим, актуальным является создание банка тестовых примеров 
точно решаемых нестационарных задач гидродинамики в условиях сложной геомет-
рии, применение которых позволит верифицировать результаты расчетов и оценить их 
точность. В работах [13–21] представлены результаты численного моделирования 
трехмерных течений жидкости и оценки их точности вычислений, а в работах [22–26] ‒ 
некоторые классы точных решений. 
Областью течения жидкости является пористая среда , где ∂D ‒ дискрет-

ный набор точек, являющихся узлами некоторой сетки, при этом, выполняется условие 
прилипания (3). Сетка состоит из ячеек ‒ квадратов (параграф 2) или кубов (параграф 
3), линейный размер которых равен . Пространственно-временно заменой можно 
получить сетку, ячейки которой имеют произвольный линейный размер. Далее полага-
ется . 

2. Точные решения в плоской периодической  
структуре 
Рассмотрим точное решение [2, 3] задачи (1) ‒ (3) в плоской области D 

, 
(5) 

 
где  обозначают декартовы координаты. Решение (5) имеет место для началь-
ного условия 

, λ>0, 
Граничное условие прилипания (3) выполняется в точках . Рис. 1 при  

иллюстрирует структуру течения (5). Ври этом, вся область представляет собой объеди-
нение квадратов со сторонами , полностью заполняющие область течения . 

Внутри этих квадратов жидкость движется по замкнутым траекториям, с центрами в 
граничных точках. Эти замкнутые траектории диффеоморфны двумерным торам, т. е. 
окружностям. Центры квадратов расположены в узлах сетки ∂D. Вдоль их границ жид-
кость скользит по касательной. Этот же эффект рассматривался в [27] для аналитиче-



 

 

ского решения уравнений магнитной гидродинамики, при этом, жидкость скользила 
вдоль границы параллелепипеда. 

 

 
Рис. 1. Структура течения, соответствующая решению (5) при  

3. Точные решения в пространственной периодиче-
ской структуре 
Рассмотрим точное решение [2–4] задачи (1) ‒ (3) в пространственной области D 

, , 

справедливое для начального условия  
 

и граничного условия (3). 
В этом случае границей области течения ∂D являются точки  и 

, где  один из векторов множества 
. 

Отметим тот факт, что время t влияет только на длину вектора u, но не на его 
направление. При  отличном от нуля течение затухает со временем. Случай рас-
смотрен нами ранее в работе [28]. При  для скоростей  выполняется  уравнение 
неразрывности  для несжимаемой жидкости, и поле удовлетворяет стационар-
ному уравнению Эйлера 

, 
где  

В работе [28] мы представили следующий метод, удобный для  визуального анализа 
подобных задач. Пусть с течением времени траектория погружается в расчётную об-
ласть  вдоль некоторой координаты ( ,  или ). Выберем соответствующую коорди-
натную ось и в ортогональной к ней плоскости будем строить линии уровня потенциала 

 для текущего  значения «координаты погружения». На графике линий уровня обо-
значим текущую расчётную точку квадратиком, а ряд предыдущих точек траектории 
обозначим кружочками. Возьмём такие графики для текущей расчётной точки и не-
скольких предыдущих и сформируем из них анимацию, по которой можно визуально 
отследить динамику траектории на фоне потенциала, см. рис. 2. 
Траектория частицы на такой анимации демонстрирует некую плавно вращающую-

ся фигуру, которая погружается в расчётную область вслед за текущей точкой траекто-



 

 

рии. В зависимости от начальной точки траектории меняется и образуемая траектори-
ей фигура; в одних случаях фигура напоминает остроугольный треугольник, в других – 
округлый лепесток, в третьих – принимает промежуточные формы. 

  
  

Рис. 2. Траектория частицы на фоне линий уровня потенциала Φ, построенных в 
плоскости, ортогональной  при текущем значении для двух траекторий с  

разными  

4. Точные решения в шаре и сферических слоях 
Обозначим за  неотрицательные корни уравнения 

, , 
упорядоченные по возрастанию номеров : 

 
 

При этом имеет место асимптотическая при  оценка 
. 

Рассматривается трехмерная область . Обозначим  ‒ шар 
радиуса , т. е.  

 , 

а  ‒ сферический слой с радиусами  и , т. е.  

. 

Границу шара  обозначим , т. е.  ‒ граница радиуса . Для каждого 

вектора  обозначим символом  его евклидову норму. 
Положим 

 

Пусть , . Рассмотрим векторное поле 



 

 

. 

Показано в [5], что  можно продолжить на всё пространство  в классе бес-
конечно дифференцируемых функций  и доказана теорема: 
Теорема. Пусть векторное поле  

,   ,    (6) 
и скалярная функция  

, (7) 
где  — произвольная функция, зависящая от времени . Тогда пара являет-
ся решением системы уравнений Навье—Стокса (1), (2) в области . Более 
того, на границе каждого шара ,  выполняются условия скольжения 
(4), т.е. формулы (6), (7) дают решение задачи (1), (2), (4) в каждом пространствен-
ном шаре  и сферическом слое . (Равенство по 

определению означает, что ). Векторное поле скоростей (6), рас-
сматриваемое в области  и сферических слоях , стре-

мится к нулю при ». 
Ограничимся случаем , тогда выражение для  упро-

стится и примет вид 

 

Таблица 1 Корни уравнения    – границы непротекания 
 

 0.00000000000000 
 4.49340945790906 
 7.72525183693771 
 10.9041216594289 
 4.49340945790906 

 
В соответствии с теоремой, выполняются условия непротекания  

 
на границах сфер с радиусами , где   – неотрицательные корни уравнения 

, упорядоченные по возрастанию номеров. Несколько значений   приведены 
в таблице 1. 

 



 

 

  
Рис. 3. Визуализация траектории. Слева: начальная точка  
задана внутри первого шарового слоя , вблизи сферы . Справа: началь-
ная точка  задана внутри второго шарового слоя , 

вблизи сферы . 
 

  
 
Рис. 4. Визуализация зависимости траекторий от начальной точки . 

Точка меняется от значения  (положение вблизи вертикальной оси) до значения 
 (положение вблизи экватора). Слева – анимация для внутреннего шара ; 

справа – анимация для второго шарового слоя . 
 
Визуализация результатов численного моделирования демонстрирует «расслоение» 

по шаровым слоям. На рисунке 3 представлены анимации траектории для первого и 
второго шаровых слоёв. Видно, что траектория точки, которая определяется векторным 
полем (4) и численно моделируется путём решения задачи Коши для соответствующего 
уравнения движения, действительно остаётся в пределах выбранного шарового слоя. 
Отметим, что движение вдоль вертикальной оси в соседних шаровых слоях происходит 
в противоположных направлениях. 



 

 

По анимации, представленным на рисунке 4, можно составить представление о всех 
возможных вариантах траекторий, которые могут реализоваться во внутреннем шаре 
(рис. 4, слева) или в шаровых слоях (рис. 4, справа). 

5. Точные решения в цилиндре и цилиндрических слоях 
Пусть D ‒ трехмерная область течения, . Рассмотрим систе-

му уравнений (1), (2), (4) в цилиндре  и коаксиальном цилиндре  

, , 
, , , 

 
где , а , ‒ упорядоченные по возрастанию корни уравнения 

, , 

где  ‒ функция Бесселя первого рода нулевого порядка. 
Рассмотрим векторное поле , определенное в области  

 
(8) 

 

Показано в [6], что функция  имеет продолжение на всё пространство  в 
классе бесконечно дифференцируемых функций  и справедлива теорема: 
Теорема. Пусть векторное поле  и скалярное поле  имеют вид 

, , , 

, 

где  ‒ произвольная функция времени t. Тогда пара  является ре-
шением системы уравнений Навье‒Стокса (1), (2) в области . На границе 
области каждого цилиндра ,  выполняется 
условие скольжения (4), т .е .выражения (9), (10) дают решения задачи (1), (2), (4) в 
каждом цилиндре  и цилиндрическом слое , , . Векторное поле 

(8), рассматриваемое в  и цилиндрических слоях  стремится к 
нулю при . 
Течение жидкости, соответствующее решению (9), (10) также разбивается на инва-

риантные подобласти. Это верхняя и нижняя половины цилиндра. На рис. 5‒7 проил-
люстрирована эволюция течения одной точки жидкости, рассматриваемая в верхней 
половине цилиндра, под действием векторного поля (8). Получаемые траектории, опи-
сываемые с течением времени, диффеоморфны торам. Для точки, взятой из нижней 
половины цилиндра, структура течения аналогична. Необходимо лишь учесть симмет-
рию относительно плоскости  На рис. 5 отображена траектория движения точ-
ки , взятой вблизи поверхности цилиндра при , с тече-
нием времени, на рис. 6 проиллюстрирована конфигурация ее пути а более поздний 
момент времени. 

 



 

 

 
Рис. 5. Эволюция течения точки жидкости ,  

соответствующая (8) 
 

 
Рис. 6. Эволюция течения точки жидкости ,  

соответствующая (8), через некоторое время 
 
На рис. 7 отображена траектория движения точки , взятой 

внутри верхней половины цилиндра, с течением времени. 
 



 

 

 
Рис. 7. Эволюция течения точки жидкости ,  

соответствующая (8), через некоторое время 

6. Заключение 
Статья посвящена вопросам визуализации численно-аналитических расчетов реше-

ний уравнений гидродинамики, описывающих течение вязкой несжимаемой жидко-
сти. Использование таких средств научной визуализации, как библиотека MathGL 
(https://mathgl.sourceforge.net) и ParaView (https://www.paraview.org), позволяет более 
детально рассмотреть структуру сложных трехмерных течений и проанализировать ре-
зультаты их моделирования. 
Работа выполнена в рамках государственного задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН (Вы-

полнение фундаментальных научных исследований ГП 47) по теме № 0580-2021-0007 
«Развитие методов математического моделирования распределенных систем и соответ-
ствующих методов вычисления». 
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Abstract 
The work visualizes flows corresponding to the exact solutions of the system of hydrody-

namic equations previously published by the authors, consisting of the vector Navier-Stokes 
equation and the law of conservation of mass for an incompressible fluid. This work uses the 
MathGL library for the C/C++ language and ParaView for scientific visualization of the re-
sults of numerical and analytical calculations. Without the use of such means, it would be im-
possible to see that the fluid flow is stratified into invariant subregions, and the trajectories of 
motion of fluid particles are wound on torus-shaped surfaces.  

Most of the scientific works on the study of hydrodynamic equations cover the results of 
calculations and do not address the questions of the existence of exact analytical solutions. At 
the same time, these calculations are performed with a specially selected set of fitting param-
eters unique to the equipment used and the computer software used. Questions about trust in 
the results of such calculations, their verification with exact solutions and the creation of a 
bank of test examples of applied problems in order to certify the applicability of the calcula-
tion results in practice become relevant.  

  
Keywords: hydrodynamics, visualization of fluid flow, layered flow, exact solutions.  
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